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For a Galois extension K over a number field k of finite degree, the central 
class field l? of K over k is defined as the maximum unramified abelian extension 
over K such that the Galois group of &? over K is contained in the center of the 
Galois group of& over k. In this article, a formula for the central class number 
of K over k, i.e., the extension degree ofl? over K, is given. Moreover in the case 
where K/k is of prime power degree, a relation between the central class number 
and the ordinary class number is treated. 
Es sei k ein endlich-algebra&her Zahlkiirper und K ein relativ- 
galoisscher Erweiterungskorper von k von endlichem Relativgrad. In den 
friiheren Arbeiten [I] und [2] haben wir uns mit einem allgemeinen 
Begriff vom Geshlechterkiirper von K in bezug auf k und vom zentralen 
Klassenkijrper von K in Bezug auf k beschaftigt. Dort haben wir eine 
Formel fur das Geschlecht angegeben. Das Ziel dieser Arbeit besteht 
darin, eine Formel fur die zentrale Klassenzahl zu geben.l Zu diesem 
Zweck gebrauchen wir ein Resultat der EL-abelschen Erweiterung in 
Masuda [3]. 1st K ein i.iber k relativ-galoisscher Erweiterungskiirper vom 
Primzahlpotenzgrade I”, so sind nach Furuta [2] die zentrale Klassenzahl 
von K in Bezug auf k und die gewijhnliche Klassenzahl von K mod. 1 
kongruent. Dadurch ergibt sich zusammen mit der Formel der zentralen 
Klassenzahl eine Verallgemeinerung des Resultats in Iwasawa [4]. 
Herrn Professor H.-W. Leopoldt, der es mir ermiiglichte, diese Arbeit 
in seinem Institut durchzuftihren, mochte ich meinen herzlichsten Dank 
aussprechen. Dasselbe gilt such Herrn S-N. Kuroda, der mir einige 
wertvolle Hinweise gab. 
* This work was done while the author was at the University of Karlsruhe (Germany), 
1969. 
1 Alle hierher gehorigen Begriffe werden in $1 dargestellt. 
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1. BEZEICHNUNGEN. Ftir einen relativ-galoisschen Erweiterungskijrper 
K tiber k bezeichnen wir mit G(K/k) die zugehiirige Galoisgruppe und mit 
[K : k] den Erweiterungsgrad. Bezeichnen wir mit R den grossten unver- 
zweigten abelschen Erweiterungskbrper von K, dann ist der Erweiterungs- 
grad [R : K] gleich der Klassenzahl von K, die wir mit hK bezeichnen. 
Es bezeichne K* den grossten unverzweigten Erweiterungskijrper von K 
derart, dass K* das Kompositum von K mit einem iiber k abelschen 
Erweiterungskorper ist. Den Grad [K* : K] nennen wir das Geschlecht von 
K in Bezug auf k und bezeichnen diese mit gKilc . 
Es bezeichne & den grossten unverzweigten zentralen Erweiterungs- 
k&per von K iiber k, d.h. den griissten unverzweigten Erweiterungskorper 
von K derart, dass l? iiber k galoissch ist und G(@K) im Zentrum von 
G(@k) enthalten ist. Den Grad [g : K] nennen wir die zentrale Klassen- 
zahl von K in Bezug auf k und bezeichenen diese mit zKjL . 
Es bezeichne K,, und K,,* den grossten abelschen Teilkorper von K 
bzw. K*, iiber k. 
Fur einen beliebigen endlichen oder unendlichen Primdivisor p von k 
bezeichnen wir mit k, die p-adische HiAle von k und mit U, die Einheiten- 
gruppe2 von k, . Ferner bezeichne Jk die Idelgruppe von k und U, = I&, Up 
die Einheitenidelgruppe von k. Schliesslich bezeichnen wir mit kx und kpX 
die multiplikativen Gruppen der von Null verschiedenen Elemente von k 
bzw. k, , die kanosnisch in JK eingebettet werden. 
2. Es gilt nach Proposition 1 in Furuta [l] 
G(K*IK) z ‘WG*IKJ s (k”NK,RJK)ltk”NK,lcr 
= NKII~JKIWKILJ~ n kXN,c,dJA 
(1) 
wobei NKilc die Norm in Bezug auf K tiber k bedeutet. Ferner gilt nach 
einem Satz in Furuta [l] die folgende Formel fur die Geschlecht g,/, : 
gK/k = 
hk rk’ eP’ 
[& : Kl[Ek : Ek n NKIkUK) ’ 
wo ep’ die Verzweigungsordnung des grossten abelschen Teilkorpers von 
KFo iiber k, fiir einen Primdivisor ‘!B von p und Ek die Einheitengruppe von 
k ist. 
3. Fur einen Primdivisor p von k bezeichnen wir mit Cp und ?$ diejenigen 
Primdivisoren von K bzw. A? derart, dass ?JJ in p und ‘$ in ‘$ aufgehen. Da 
g/K unverzweigt ist, ist &$ fiir jedes $ ein Kompositum von KQ mit einen 
abelschen Erweiterungskbrper von k, . Ein solcher Erweiterungskijrper 
B 1st p unentlich, so heisse UP die ganze multiplikative Gruppe der KSrpers k, . 
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heisst nach Masuda [3] ein EL-abelscher Erweiterungskijrper von Ktiber k. 
Nach Satz 3 in Masuda [3] gilt 
G@IK) GX NxI~JKIWK,&~ . NR,~cJR)- 
Da K/K der KXU, zugeordnete Klassenkorper ist, so gilt 
(3) 
KX * NR,~JR = KXUx 
und weiter NKjKKX * NgIkJa = N,,, KX - NKIkUK . Damit folgt nach (3) 
G@lK) zz NKIJKIWK,&~ - NKIJJK). (4) 
Nach Satz 1 in Furuta [2] gilt R 1 K*. Daher erhalten wir nach (1) und 
(4) die folgende Formel: 
@ : K*l = WKII~JK n kXNdJd : WmKX * NKIK~K)I. (5) 
Es gilt N,,JK n kXNKIkU, = (kx n NKIJK) NKIkUK und damit nach 
(5) weiter 
[k : K*l = Kkx n &kJKVCdJ~ : hkKX . &,kW 
= [kx n NKIkJK : kx n (NKIhKx . NKIkUK)] 
[kx n bIBJK : &dXl 
= [kx n (N~,~KX . ivKIAuK) : N~,~Kx] * 
Es ist leicht einzusehen, dass kX n (N,,,KX * NKILUK) = NKIkKx * 
(kx n NKIlcUK) = NKlrKX . (EI, n NKIkUK) gilt, und folglich gilt 
[kx n WKfkKX . NKjkuK) : NK~,SXl 
= [NKIkKX - (Ek n NKIkUK) : NKIkKXl 
= k% n NKIJ-JK) : 6% n NKIIJJK) n NKI&~I 
= KEk n NKIkUK) : Ek n &dX)I. 
Zusammenfassend erhalten wir 
[kX n NKILJK : NmKXl 
IK ’ K*l = [(EIc n NKIlcI/K) : (Elc n NKIkKX)] * (6) 
Da .+fk: = [k? : K] = [& : K*][K* : K] = [k : K*] e gK/k iSt, fO@ aUS (2) 
und ‘(6) der folgende. 
SATZ 1. Es sei K ein galoisscher Erweiterungskiirper von k von end- 
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lichen Grad. Die zentrale Klassenzahl zK/k von K in Bezug auf k wird durch 
die Formel 
gegeben, wo hk die Klassenzahl von k ist, e,,’ die Verzweigungsordnung des 
grlissten abelschen Teilkiirpers von K9 iiber k, , K, der griisste abelsche 
Teilkiirper von K iiber k und Ek die Einheitengruppe von k. 
4. Nun spezializieren wir die obige Formel auf den Fall, wo K/k ein 
galoisscher ErweiterungskBrper vom Primzahlpotenzgrade 1”. In diesem 
Fall gilt nach Satz 2 in Furuta [2] die Kongruenz hKlk = zK/k (mod. I). 
Zusammen mit dem obigen Satz 1 erhalten wir also 
SATZ 2. Wenn K galoisscher Erweiterungskiirper von k vom Primzahl- 
potenzgrade 1” ist, so ist 
hK __ hknpeF ’ . [kX n NK,kJK : NKIkKX] 
LKO : kl . [Ek : (Ek n NKlkKX)l 
(mod. 1). 
1st K/k zyklisch, so gilt bekanntlich [kx NKikJK : NK,,KX] = 1 und 
damit gilt also 
hK E [K : k] * [El, : (Ek n NK,lcKX)] 
(mod. 1), 
was schon bekannt ist.2 
Fiir eine allgemeine galoissche Erweiterung K/k sagen wir, dass der 
Hassesche Normensatzgiltftir K/k, wenn man [kX n NK,rcJK : NK,,KX] = 1 
erhalt. Als Korollar zu Satz 2 erhalten wir nun sofort 
SATZ 3. Es sei K/k ein galoisscher Erweiterungskiirper vom Primzahl- 
potenzgrade I”, ftir welche der Hassesche Normensatz gilt. Wir nehmen an, 
dass es hiichstens einen in K/k verzweigten Primdivisor von k gibt. Dann ist 
die Klassenzahl h, von k durch 1 teilber, wenn die Klassenzahl hK von K 
durch 1 teilbar ist. 
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von Iwasawa [4]. 
3 Vgl. Yokoi [5] und Furuta [2]. 
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